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I. Inleiding 


Dit college gaat over een onderdeel van de theorie van de complexe 
analytische functies dat wel wordt genoemd de geometrische functie- 
theorie. Ter toelichting van deze naam dient het volgende korte 
historische overzicht. 

Na de beginperiode van de complexe functietheorie met namen als 
D'Alembert, Euler en vooral Cauchy, kunnen twee richtingen in deze 
theorie worden onderscheiden, nl. die van Riemann en die van 
Weierstrass. 

Riemann 

Zij w = f(z) een analytische functie in een open verzameling. 
Riemann splitst z en w in het reële en imaginaire deel z = x+iy; 

w = utiv. Daardoor worden u en v functies van Xx en y die, wegens 


de differentieerbaarheid van f, voldoen aan de zgn. differentiaal- 


vergelijkingen van Cauchy-Riemann (maar Euler en D'Alembdert had- 


“den ze al) 


Daaruit volgt (de verdere differentieerbaarheid is een gevolg van 


de analyticiteit) 
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dewede U et Pf zijn hamert hike functies (zie het college klassieke 

potentiaaltheorie). Op deze manier komt de potentiaaltheorie erin. 

Riemann gebruikt dan ook fysische beelden in zijn theorie. Men 

kan de eigenschappen van de funetie f illustreren met het beeld 

van een vloeistofstroom in het z-vlak (het x-y-vlak). Tekent men 

de krommen u(x,;y) = constant, dan is u de snelheidspotentiaal van 
du du 


een stroming. De snelheid is gegeven door 5x en By De krommen 





% à 


vlx,y) = constant vormen dan wegens de vergelijkingen van Cauchy- 
Riemann een stelsel dat orthogonaal staat op het stelsel u = con- 
stant (stroomlijnen en potentialen; ga dit na). Dit fysische beeld 
wordt overigens in dit college niet gebruikt. 

Riemann gebruikt deze methode om de eigenschappen te bestuderen 


van w = f(z) als afbeelding van een z-vlak in een w-vlak. Dit 


leidt hem tot de zogenaamde afbeeldingsstelling van Riemann: 
Elke enkelvoudig samenhangende open verzameling met meer dan één 


randpunt kan conform worden afgebeeld op de eenheidscirkel 
wl < 1. 


Het onderdeel van een functietheorie waarin men de eigenschappen 
van deze afbeelding bestudeert heet de geometrische functietheorie. 
Men kent eigenschappen over de gedaante van het beeld (zgn. ver- 
vormingsstellingen), die een min of meer meetkundig karakter heb- 
ben). Ook bestudeert men de omkeerfunctie, die dus als gebied van 
definitie de open eenheidscirkel heeft; men komt dan tot de zgn. 
univalente functies: dat zijn functies die een waarde slechts 
éénmaal in het gebied van definitie aannemen. 

Weierstrass 

Weierstrass volgde in zijn ontwikkeling van de theorie van de 
complex analytische functies een geheel andere koers. Hij volgde 
de algebraïsch-arithmetische richting (hij wantrouwde de meetkun- 
dige weg van Riemann met de Riemann-oppervlakken). Voor hem is 


het uitgangspunt een machtreeks 


Dit is het functie-element met behulp waarvan hij functies gene- 
reert m.b.v. het procédé van de analytische voortzetting. Het 
totaal van de gegenereerde machtreeksen heet bij Weierstrass een 
analytische functie en de opdracht is de eigenschappen van die 


functies af te leiden uit de coêfficiënten van het gegeven 





functie-element. Dit gaat terug tot het oude idee van Euler van 
een functie als een analytische uitdrukking. Men vraagt bijv. naar 
de singuliere punten. 

De beide richtingen zijn overigens niet strikt gescheiden (er zijn 
voorbeelden in dit college, o.a. het coëfficiëntenprobleem van de 
univalente functies). 

Het complete bewijs van de afbeeldingsstelling van Riemann wordt 
in dit college niet gegeven. Maar wel worden voorbeelden gegeven. 
Voor zover potentiaaltheoretische begrippen worden gebruikt zul- 


len deze kort worden toegelicht. 
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Inleidende begrippen 


dje 


De verzameling van de punten (x,y) € R? waarvoor 


x= X(t) 


y y(t) 


waarin x en y continue functies van t zijn heet een continue 


kromme (boog). Ook aangeduid door 
z= zt). 
Als voor een continue kromme geldt 


KEEN) me) 
> t! = EN 


mt) de 


dan spreekt men van een Jordan-kromme. 


Een continue kromme met precies één dubbelpunt, nl. het punt 


waarvoor t = tiresp. t = t‚ heet een gesloten Jordan-kromme. 


Bijvoorbeeld de cirkel 


cos t 


X 


VA 


0 St 21. 


y sim t 


De stelling van Jordan zegt dat een gesloten Jordan-kromme het 
vlak verdeelt in twee delen, het inwendige (dat begrensd is) en 
het uitwendige. Dit is een moeilijke topologische stelling. 

Een Jordan-kromme waarvoor x en y differentieerbare functies 
van t zijn en waarvoor x!'(t) en y!'(t) voor geen waarde van t 
tegelijk 0 zijn, heet een differentieerbare kromme. Meetkundig: 
in elk punt is er een raaklijn. 

Men spreekt van een analytische kromme indien x en y analytische 
functies van t zijn. 

Een verzameling S C R° heet samenhangend indien elk paar pun- 
ten van S kan worden verbonden door een in S liggende Jordan- 


kromme. 
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8, Onder een gebied wordt in dit college verstaan een open samen= 
hangende verzameling. 

9, Steeds zal worden aangenomen dat het x-y-vlak (het z-vlak) is 
gecompactificeerd met behulp van één punt: het "punt in het 


oneindige". 


Il. Conforme afbeeldingen 


Behandeld worden afbeeldingen van het z-vlak in het w-vlak door 
analytische functies w = f(z). 

II.1. Het beeld van een Jordan-kromme (resp. differentieerbare, 
analytische kromme) is weer een dergelijke kromme. Echter: het 
beeld van een zichzelf niet snijdende kromme heeft niet steeds 
weer dee etiedn Daarvoor is nl. vereist dat f(z,) # f(z,) 
voor alle z, en z, in het gebied waarin f is gedefinieerd en 

Zi * Z,. Dat is niet steeds waar. Voorbeeld: de functie w = z?, 
Functies die deze eigenschap wel hebben heten univalente functies, 


ook wel Schlichte-functies. Deze functies worden in dit college 


behandeld. 


Ilsès Aij f vegulier àn het gebied Q. Dan is het beeld van Q weer 
een gebied, 


Men moet dan het begrip gebied een passende uitbreiding geven op- 
dat dit geldt voor Riemann-oppervlakken (meervoudige overdekkingen, 


vertakkingspunten). In een eenvoudig geval is het bewijs als volgt: 


Zij 

we fla) =s ZOE daan 
regulier in een omgeving B van z = 0. Stel ej = f£'(0) # 0. Dan is 
er een cirkel in het w-vlak om w = 0 die wordt overdekt door de 


waarden van f in B, d.w.z. f neemt in een omgeving van z = 0 alle 











waarden aan in een omgeving van w = O0 en wel precies Éénmaal. Er 
is nl. een cirkel K om z = 0 waarbinnen z = 0 het enige nulpunt 
van f is (ga dit na). Stel ook op de rand van K is f(z) # 0. 

Stel |[f(z)l > m > 0 op die rand. Zij a € C en |al < m. Beschouw 
f(z)-a. Volgens de stelling van Rouché hebben £ en f-a in K even- 
veel nulpunten, dus 1. D.w.z. de waarde a wordt 1 Xx amnesssen: 
Hieruit volgt dat het beeld van B open is. Samenhangendheid van 
het beeld volgt uit de continuïteit. Heeft f een n-voudig nulpunt 
in z = 0 dan wordt het beeld een gebied met een vertakkingspunt 
(Riemann's oppervlak). 

Stelling van Rouché. Stel f en g zijn regulier in de afsluiting 
Q van een gebied Q. Stel op de rand 32 is f # 0 en let. < EEL. 

Dan hebben f en f+g evenveel nulpunten in 2. 

We hebben in de voorafgaande stelling een simpel geval van een 


conforme invariant: het begrip gebied is invariant bij conforme 
SURE 


afbeeldingen. 


II.3. Conforme afbeeldingen 
Een afbeelding van R? >\R? heet conform indien zij de hoek tussen 


elk paar differentieerbare krommen invariant laat. 


Stelling. Zij f regulier in Q. Zij zo € Q en f'(zo) #0. Dan is 
2teing. 41) t vegumier in idd. eid pd 


de afbeelding conform in zo. 
Bewijs. Stel 


Kr xj (Ct) XX = Xz2(t) 
Yi = Yalt) Ya = Yalt) 
of korter zj = zilt), zZz = zt), zijn twee differentieerbare 
krommen door zo. Stel |zi-zol = |z2-zol = r. 
Dan is 
22 5 : 
= 10, ” 10, 
0, 21720 == re s 22740 = re A 
1 . 
22-20 je akad), 


Zo Z1=Zo 


zodat 02-68; gelijk is aan de hoek van de segmenten z2-Zo en 
Z1=Zo. Is a de hoek van de krommen in zg dan is 


IN, 


a = lim (arg 
21720 


20 


Zijn wi en wo de beelden door f van zi en zz en is 8 de hoek van 
de beeldkrommen, dan is 


W2=Wo 


B = lim (arg PE 


r0 


= : f(zo)=-f (Zo) 
= lim arg Flzid-flzo) 


tlZalfCE,) 


5 B 22-40 . 22720 
d Lim ars Flzi)- fzo) 21720 
217240 
Daar f'(zo) # 0 volgt hieruit B = a. 
Opmerking. Is f'(20) = .…… = gal) ,) z 0 en eo) # 0, dan 


wordt de hoek m x zo groot; ga dit na. 

Het omgekeerde geldt. Beschouw een continu differentieerbare af- 
beelding u = u(X;y), Vv = vlx;y) waarbij u en v continu differen- 
tieerbaar zijn in het beschouwde gebied. Stel de Jacobeaan van de 


transformatie (x,y) > (u,v) 


Uv —= UV 
Ky GR 
Stel de hoeken tussen differentieerbare krommen zijn invariant 


bij deze afbeelding. Beschouw de krommen 


Xx = Xi(t) Xx = X2(t) 
y= yalt) | y= y2lt) 
elkaar snijdend in (xosyYo) voor t = to. De hoek met de positieve 


x-as is resp. bepaald door 


en Ct) pn 3Ct,) 
Bu Oe Hs EEM se AE 


Men kan onderstellen dat yl(to) = 0; dus aj = 0. 


Voor de hoek a tussen de krommen in het punt t = to geldt dan 


a = A2. De beelden bij de afbeelding (x,y) > (u,v) zijn 


u 
ms 
had 
ND 


us u; (t) = u(x; (tE) ;y; (H)); i 
vz v; (4) = vx; (E) sys CED; 1 > Letse 


Voor de hoek met de positieve u-as geldt 


1 1 
ML rt MV Vv 
hl 5 IL X 
he er CS 
ux; tu u 
] xr gn X 


< 


tg B: 


= 


v__x1+v ï 
x2 y/2 


' t 
u Xz+UgYz 


tg Bz 
X 


Daar de afbeelding conform is geldt B,-8, = a, = a. Dan volgt 


v_tv tg a Vv 
Te ADEN 
_ u+u tg a U, 

tg a ee NEE 
BM tg a 


AE) 


bi 


x u„tu, tga 
waaruit volgt 
5 2 B & 
(uu, + Te) tg a U + Velg tek B Ge 
Dit geldt voor alle 0 < a < 5 zodat 
u + v = 0 en uv == yv A oet 
xy xy EW xy x 
ofwel 
u„Cugrv) + TT Ed = 0 
= 0 


- = + 
v‚ lu, dd tud 
De determinant van dat stelsel is Der en die is # 0, zodat er 


alleen nuloplossingen zijn. Dus 


U == V en Vv == == 
X y X y° 


d.w.z. u en v voldoen aan de vergelijkingen van Cauchy-Riemann. 


Dit impliceert dat utiv een regulier analytische functie is. 


M.a.w.: in punten waar de Jacobeaan # 0 is, volgt de analytiei= 


teit uit de conformiteit. 


Toelichting op de vergelijking van Cauchy-Riemann 


Het reële en imaginaire deel van een analytische functie voldoen 
aan de differentiaalvergelijkingen van Cauchy-Riemann. Bovendien 
volgt uit de analyticiteit dat u en v dan oneindig vaak differen- 
tieerbaar zijn; u en v zijn harmonische functies. 

Een omkering van deze eigenschap geldt. Hebben u en v continue 
eerste afgeleiden in een gebied Q en voldoen u en v aan de ver- 
gelijkingen van Cauchy-Riemann, dan is utiv analytisch in 2. 

In 1923 heeft Looman bewezen dat dit zelfs geldt onder de zwakkere 
conditie dat de eerste afgeleiden van u en v bestaan (dus zonder 
de eis van continue differentieerbaarheid) en voldoen aan C.R. 
Uit deze eigenschappen volgt, dat de theorie van de harmonische 
funeties en de complexe analytische functies essentieel dezelfde 


zijn. De complexe formulering is echter eleganter. 


Bij afbeeldingen door analytische functies blijven hoeken inva- 
riant. Wat kan men beweren over de lengte van een differentieer- 
bare kromme in de omgeving van een punt? 

Laat z = z(t) een differentieerbare kromme zijn en beschouw deze 
kromme in de omgeving van het punt t = to. Geef met s aan de boog- 


lengte in het z-vlak en met S de booglengte in het w-vlak. Dan is 














ds _ dS fas _ /u't+v'* _ |dwl /Jazj _ [dw 
ds def at 7 vEt [BE dt z 
XxX ty 
Dit betekent dat TE in het punt t = to slechts afhangt van de 
absolute waarde van f in dat punt, niet van de kromme door t = to. 


Conforme afbeelding geeft een dilatatie, bepaald door |f'(zy)l. 





"Kleine driehoekjes" worden gelijkvormig afgebeeld. 

Men kan bewijzen, dat een continu differentieerbare afbeelding 
waarvoor deze eigenschap van de lengte van bogen geldt, de hoe- 
ken invariant laat zodat de afbeelding is bepaald door een 
analytische functie; er wordt hier niet op ingegaan. Men zie de 
literatuur over complexe functietheorie. 

Men kan algemener beschouwen differentieerbare afbeeldingen van 


P > R" die de hoek tussen krommen invariant laten. Er blijkt 


R 
dan een groot verschil te bestaan tussen het geval n = 2 en de 
gevallen n 2 3. 

A. Het geval n = 2 leidt tot de complexe functietheorie en er is 
dus een ruime klasse van afbeeldingen. 

B. Voor het geval n > 3 zijn er aanzienlijk minder transforma- 
ties. Zij kunnen expliciet worden aangegeven. 

De volgende ste iine is in 1850 door Liouville bewezen. 

Stelling. Elke conforme afbeelding RoR (n > 3) is een Möbius- 
transformatie. 

Een Möbius-transformatie f: R >R? is een transformatie samen- 


gesteld uit een eindig aantal van de volgende transformaties (in 


veetor-notatie) 


1. translatie f(x) = Xxta 
2. homothetische transformatie f(x) = rx, r ER, r > 0. 


[e®) 
. 


orthogonale transformatie: f is lineair en IfÉf(x)l = |x[ , voor 
alle x ER. 


H, inversie ten opzichte van een bol met middelpunt a en straal r 


r?(x-a) 
|x=al 2 





e fx) = at 


Br 
ae à 
ae) 


Deze stelling ligt op het terrein van de differentiaalmeetkunde 


en zij wordt bewezen onder zekere differentieerbaarheidsonderstel- 


lingen van de afbeelding. Tot in onze jaren zoekt men bewijzen on- 


der steeds zwakkere onderstellingen. 


Literatuur 
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druk, p. 68. 
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coll. analytie functions, 1957. 


De theorie van de conforme afbeeldingen in R° (n > 3) kan dus 
slechts een zeer beperkte theorie zijn. Om ook voor deze ruimten 
een bredere theorie te krijgen, zijn de quasi-conforme afbeeldin- 
gen ingevoerd. Er wordt dan een zwakkere eis dan invariantie van 
de hoek gesteld. Zie hiervoor: Ahlfors, lectures on quasiconformal 


mappings (1966). 


III Speciale afbeeldingen 


Als voorbeeld van afbeeldingen behandelen we de zgn. lineaire 
transformatie, die aanleiding zal geven tot enige beschouwingen 
over de hyperbolische meetkunde. 

A. Onder een lineaire transformatie verstaat men een transformatie 


van de vorm 


en a,b,c,d € C, ad-be #0. 


Wz 
cz+d ° 


We behandelen een aantal eigenschappen, veelal zonder bewijs 
(men zie de aangegeven literatuur). 


1. De lineaire afbeelding is 1-1 wegens 


-dw+b 
cw-a 


2. De afbeelding is conform wegens 





dw ad-bc : d 

SN Oe GE, He 

dz Ceztd) ml Me 2 ë 
Analyseer zelf de gevallen voor z = -S en zZz = ow, 


3. Herleiding: 


bce-ad 


ze Eg 
5 0 c(ezt+d)' 


Hieruit blijkt dat de algemene lineaire transformatie is op te 


bouwen uit de volgende transformaties: 


a. translatie w = zth 
8. homothetie en rotatie w = kz, k # 0. 
Y. inversie en spiegeling w = E, 


In de elementaire meetkunde bewijst men: 

een translatie is equivalent met 2 spiegelingen ten opzichte van 
evenwijdige lijnen; 

een homothetische transformatie is equivalent met 2 inversies ten 
opzichte van concentrische cirkels; 

een rotatie is equivalent met 2 spiegelingen ten opzichte van 
snijdende lijnen, 

Hieruit volgt: 


De algemene lineaire transformatie reduceert zich tot een even 


aantal spiegelingen en inversies ten opzichte van lijnen resp. 





cirkels. 


De inversie ten opzichte van een cirkel 





Zij S een cirkel met middelpunt O0 en straal r. Onder inversie ten 
opzichte van S verstaat men de transformatie waarbij aan het punt 
P wordt toegevoegd het punt P' zó dat 

OENOPT = 5 


p! 
Analoog in R t.o.v. een sfeer. 


In de literatuur vat men spiegelingen en inversies wel samen on- 
der de naam symmetrie, Een spiegeling is dan een inversie ten 


opzichte van een lijn, opgevat als cirkel door het punt ©. 


Motivering 





Spiegeling om een lijn 1. De bundel van cirkels gaande door P die 
(AN l loodrecht snijden heeft het 
en p' spiegelingspunt P' als 2e basis- 
Nas punt. 


ij 
Bij de inversie ten opzichte van een cirkel S doet zich een ana- 


loog geval voor. De bundel van de 
cirkels door P die S loodrecht 
snijden heeft als 2e basispunt 


het inverse punt P' van P. 





De twee gevallen kan men in elkaar overvoeren door een passende 

inversie zó dat S overgaat in een rechte lijn (ga dit zelf na). 

Houdt men nu rekening met de decompositie van de lineaire trans- 
formatie, dan volgt: 


Bij de algemene lineaire transformatie gaan punten die symmetrisc 





zijn ten opzichte van een lijn of een cirkel over in punten die 


symmetrisch liggen ten opzichte van het beeld. 


E E dz 8 5 . 
Opmerking. De transformatie w = z is geen inversie in de meete 





kundige zin (denk om het argument). 
ht, De lineaire transformaties vormen een groep. 
9, Cirkels en rechte lijnen gaan over in cirkels en rechte lij- 
nen. Deze zijn nl. gemeenschappelijk voor te stellen door de ver- 
gelijking 

azz + Bz + BZ + y = 0. 


Substitueer dan. - 


h 











az+b 
ez+d 





is univalent. Stel nl. 
w(z;) = Wis w(zs) = We 


Dan is 


Wine 5 Tez,+d)ez,rd) ” en 


Daaruit volgt dat Zj f 2; > Wi * Wie 


7. Uit de voorgaande betrekking volgt 


Cwi=Wadlwa=W2) _ (zi=Zullz3=Z2) 


CWi=W2dlwgewa)  CZi-Z2dlzZz-zZu) ° 


zodat geldt: 


De dubbelverhouding van U punten is invariant bij de lineaire 


transformatie. 


Stel Z, = Zs W‚ = w. Dan volgt hieruit dat de algemene lineaire 


transformatie is van de vorm 
(Wwj-W)(wgews) _ (zj-Z)(Z3-22) 
Cu, =w‚ ) Cw =W) (z,=22)CzZ3=-2)" 
Een lineaire transformatie is bepaald door 3 punten en hun beel- 


den, 


8. Neem nu het w-vlak identiek met het z-vlak. Men klassificeert 
dan de lineaire transformaties naar de dubbelpunten. De dubbel- 


punten van de transformatie 





az+b 
5 cz+d 
volgen uit 
ez?t+(d-a)z-b = 0. 


Vallen de dubbelpunten samen dan spreekt men van een parabolische 


transformatie. 


Men onderzoekt de transformatie in verband met de beelden van 


cirkels en rechte lijnen. 
(a) Samenvallende dubbelpunten. 
Zij z, dit dubbelpunt; stel zj, # ©. Beschouw de hulptransformatie 


u == L 5 U = je 
W=-Z1 








In het u-vlak vindt men dan z = @® als dubbelpunt. Uit de verge- 
lijking voor de dubbelpunten concludeert men dat de afbeelding in 


het u-vlak luidt 








EE - zE th (zj #9). 
Illustratie: 
de lijnen evenwijdig h blijven in- 
7 variant (niet puntsgewijs!) 
De lijnen loodrecht op 1 gaan in 
u-vlak elkaar over. 


In het z-vlak krijgt men een stelsel van orthogonale cirkels, 
waarvan de cirkels van het ene stelsel invariant zijn en de cir- 


kels van het andere stelsel in elkaar overgaan. 


Dit beeld krfjgt men in principe 
ook in het andere geval. Er is een 
bundel van cirkels die invariant 
zijn, en een daarmee orthogonale 
bundel van cirkels die in elkaar overgaan. | 
(BJ Stel de dubbelpunrten zijn 2, EM Zes Zij PF Zom Zy Pf jz 


Ey PF ®, De kanonieke vorm is 


WZ} rn 2-21 
NL ee, k € C. 
W-Z2 2-22 

18 


T heet elliptisch als k = 8 « 
T heet hyperbolisch als k ER, k ls BE 1e 
In de andere gevallen noemt men T loxodromisch. 


Elliptische geval 


Daar de substitutie 


2-21 
222 





brengt men Één dubbelpunt naar @. Dan komt 


16 
U z= eu; 
d.i. een rotatie om u = 0. Ten opzichte van z en w: 
W=Z1i 10 z-Zi 
EE ii hem bd 
WZ 223 


waaruit volgt 


2-21 
VAA 





W-Z Z-Z 
” arg ZL = arg Ll + 8. 


W-Z1 
WZ 2-22 


W-Zz 











De eerste betrekking betekent dat w en z liggen op een cirkel 
ten opzichte waarvan zj en zz symmetrisch liggen (ga dit zelf 
na). Deze cirkels zijn invariant. De cirkels van de cirkelbundel 
gaande door zj en zz die orthogonaal met de eerstgenoemde is 
gaan bij de afbeelding in elkaap over, De cirkels waarop Z resp. 
w w liggen snijden elkaar onder 
een hoek 6. Men zegt dat deze 
afbeelding een niet-euclidische 


rotatie is (dit wordt later 


duidelijk). 


Onderzoek zelf het hyperbolische geval; er zijn ook in dit geval 
orthogonale cirkelbundels mee verbonden. 

Bij het parabolische geval, het elliptische geval en het hyper- 
bolische geval zijn er invariante cirkels. In de andere geval- 
len niet. 

9. Lineaire afbeelding van de cirkel |z| < 1 op zichzelf. 

Stel O0 > a #0 (a = 0 is triviaal). Wegens het symmetrieprincipe 


zijn dan @ en d aan elkaar toegevoegd. Dan wordt de afbeelding 
a, 


N 
2 


Wz A 


N 
2 


Uit de eigenschappen van de inversie volgt dat 








2E = tal voor |zl = 1 
Nt 
waaruit dan volgt |Allal = 1 zodat 
Ee ei z=-0 Lal. € Â 
1=za ? ’ 


Omgekeert definieert elke transformatie van deze vorm een afbeel- 
ding van |zl < 1 op zichzelf. Maar er geldt meer. 

Stelling. Elke een-eenduidige conforme afbeelding van |zl < 1 op 
zichzelf is lineair. 

Dit bewijst men met behulp van het lemma van Schwarz. 

Lemma van Schwarz. Zij f holomorf fin |zl < 1. Zij f(0) = O0 en 


If(z)| < 1 voor |zl < 1. Dan is 


I£Cz)l << |zl. 


Als voor één z hier het gelijkteken geldt, dan geldt dat voor 
alle z en dan is f(z) = esp, 
Bewijs. Beschouw 


f(z) 


in lzl < 1. 
z 


Ò: 


© 


Deze functie is holomorf in |z| < 1. Zij 0 <p S 1. In Izl <p 
neemt |$| het maximum aan op de rand |zl = p (maximumprincipe). 
Dus is 


Z 





kol IES 


waaruit volgt 
let) & Fail. 
Als geldt 


nd 


Zo 





EEZ k p n 
voor een punt |zol < 1 en als Ka) niet constant is, dan is er een 


omgeving van Zg, waarin holomorf is en waarin dus de modulus 


£ia) 
Z 
van deze functie niet in zg haar maximum kan aannemen. Er is dus 


zeker een z zó dat 
Ze) De 
Z 


in strijd met hetgeen reeds is bewezen. Daaruit volgt dat Ea) 


constant moet zijn, d.w.z. 
f(z) = eiê,, 


Kd 


Deze eigenschap drukt uit dat de afbeelding aan contractie is. 


Het Lemma van Schwarz kent vele uitbreidingen. 


Toepassing op de lineaire afbeelding 
Zij w = f(z) een holomorfe 1-1 afbeelding van |z| < 1 op zichzelf. 


Zij U = L(w) een lineaire transformatie zó dat f(0) correspondeert 
met U = 0 en die |wl < 1 transformeert in IUI < 1. Beschouw de af- 


beelding z > U bepaald door 
U == fz) == Hlzde 


Dan is &(0) = 0, |él <1 in Izl < 1. Pas het lemma van Schwarz 


toe; daaruit volgt 


_£ 
ad 


( SS Tal. 


Daar f en L een-eenduidig zijn, heeft $ een inverse die dezelfde 


eigenschappen heeft. Dus is 


jul > Isl 


zodat IUI = Izh voor Izl <1. 
U = zeis 
blz) = zen, 
f(z) = L'elfz), 


wat te bewijzen was. 


In de lineaire transformatie van |z| < 1 op zichzelf kan men het 
middelpunt nog laten corresponderen met een willekeurig punt in 
zl < 1. Als z = 0 is toegevoegd aan w = 0, dan is de transfor- 
matie een rotatie. 

In de laatste stelling is de eis dat de ‘afbeelding 1-1 is 
essentieel. De afbeelding w = zZz? beeldt |z| < 1 ook op zichzelf 


af maar is niet lineair. 


Toepassing op de hyperbolische meetkunde 
Kd 


De theorie van de afbeeldingen van A = {z|lzl < 1} op zichzelf 
die we hiervoor beschouwen kan worden toegepast op een model 

voor de hyperbolische meetkunde (de meetkunde van Bolyai en 
Lobatschewsky). 

Als hyperbolisch vlak wordt aangemerkt de eenheidscirkel zj < 1. 
De punten van het vlak zijn de punten waarvoor Izl < 1. De lijnen 
zijn de delen van de cirkels orthogonaal met |Izl < 1 gelegen in 
zl < 1. Verifieer de axioma's. 

De niet-euclidische bewegingen zijn de lineaire transformaties 


van A op zichzelf. Daarbij gaan cirkels over in cirkels en we- 


gens de conformiteit blijft de orthogonaliteit behouden. Bij deze 
bewegingen gaan dus inderdead niet-euclidische rechte lijnen over 
in niet-euclidische rechte lijnen. 
Wegens de conformiteit van de bewegingen kan het hoekbegrip in 
deze niet-euclidische meetkunde worden overgenomen uit de eucli- 
dische meetkunde. Het begrip afstand moet zodanig worden gedefi- 
nieerd dat het invariant is bij de hyperbolische bewegingen. De 
euclidische afstand heeft deze eigenschap niet. De dubbelverhou- 
ding van 4 punten, die invariant is bij niet euclidische bewegin- 
gen, leidt tot het afstandsbegrip. De afstand van zj en zZz, moet 
worden gemeten langs de rechte 
lijn die zj en z, verbindt, d.w.z4. 
de cirkel door z, en z, orthogonaal 
met T. De dubbelverhouding 
(Ca,8,2,,2Z,) is invariant en een functie daarvan eveneens. Men be- 
paalt die functie zóÓ,dat aan de additiviteit voor 3 punten 


21522523 op een rechte lijn is voldaan. Dit leidt tot 
dlzisZg) == Joeta,sbssysZed. 

De additiviteit volgt uit de betrekking 
(asBsZ3s2j) = Ca,B52,,2,)(asBsZ3s22) 


Aan de driehoeksongelijkheid is voldaan. Men kan het bewijs uit 
de euclidische meetkunde overnemen omdat daarbij het parallellen- 
axioma niet wordt gebruikt. 

Als z, nadert tot a nadert d tot ©; T is dus te beschouwen als 
het Yoreindige" voor het hyperbolische vlak. De afstand van de 
punten z, en z, wordt als volgt berekend. 

Beschouw de niet-euclidische beweging waarbij zj * 0 en z, > 5, 


E ER, lEl = 0. Wegens de invariantie van d is 


® 0 


digde) == ALDE) 5 





-1 1 s legl-lst1sbsl) == IGE il 


Met behulp van de uitdrukking voor de lineaire transformatie volgt 


dan 

dlZis2s == 1o8 5 
waarin 

 [ 








Hieruit bepaalt men de lengte van een rectificeerbare kromme als 


volgt. Men heeft 


1+r |Azl 


d(z,ztAz) = 108 Tp » PS MelztAz)zl 


Laat nu Az > 0, dus r * 0. Men vindt dan de Riemafnnse metriek 


de 2| dz | 
teal * 
De niet-euclidische lengte van een kromme y: zZz = z(t) wordt 


| ziel _ p (2 hae oe 
Y IE Ee 1-12 


Vergelijk met de euclidische metriek 
Ô 
de = jJaaf = (édaraldyd is, 


Men kan met deze niet-euclidische metriek meetkunde gaan bedrij- 
ven. Een niet-euclidische cirkel is de verzameling van de punten 
z met gegeven afstand R tot een gegeven punt z,. Men vindt met 


de formule voor dlz,,z,) de betrekking 


AB ef-1 
T1-zZ,| Rd 








Beeldt men het bovenhalfvlak Im(z) > 0 af op de eenheidscirkel, 
dan krijgt men een ander model van de hyperbolische meetkunde. 
Hachee lijnen worden dan de cirkels en rechte lijnen orthogonaal 
op de X-as, voor zover betreft het deel in het bovenhalfvlak. 


Men vindt dan voor de afstand van de punten Zj en Zz 
el 
_ CK \ ar sr EE 
il 
De booglengte ds wordt in dit geval gegeven door 


| dal 


ds = 
y 





De lineaire afbeelding van Im(z) > 0 op Iwl < 1 wordt gegeven 
door 
az+b 


az+b 


2 b 
waarin Im(5) Ge le 8 


De lineaire afbeelding van het bovenhalfvlak op zichzelf is ge- 


geven door 


az+b 
cz+d 





Ww = 


met a,byc;d ER, ad-be > 0. Ga dit zelf na. 


Niet-euclidische formulering van het lemma van Schwarz 


re 


Zij w = f(z) regulier in A = {zliz| < 1} en zij If(z)l < 1. Neem 
zo € A. We beelden de eenheidscrikel in het z-vlak resp. het 


w-vlak op zichzelf af door de transformaties 





ie Z-Z0 E w-f(2Zg) 
5 zi E) W=- = 
1-02 1-f(zZo)w 
De funetie w = wt), verkregen door eliminatie van z, voldoet aan 


de voorwaarden van het lemma van Schwarz zodat 


KAS 


se De 


lwCDI SS ltl. 


Terugvertaald in z en w vindt men 


E(zid-f(z3) z Jziezel isen Ee äs 
1-EUZIDE(z3) 11-2122 


en met de formule voor de hyperbolische afstand: 


d(f(zi),f(z2)) SS dlzi1sz2). 
Dus: 
Een reguliere afbeelding van de eenheidscirkel in zichzelf vergroot 
niet de niet-euclidische afstand van puntenparen. 
Scherper: men heeft 
a{flzylsfiasi} S dze sad 
ofwel voor alle zj en zZz, is 
ALE JE) == Ara Za) 


en in dit laatste geval is f een Möbius-transformatie van de een- 
heidscirkel op zichzelf. 

Deze stelling laat zich gemakkelijk uitbreiden tot de eigenschap 
dat de niet-euclidische lengte van rectificeerbare krommen niet 
vergroot wordt (theorema van Pick). 

Uit de bovenstaande ongelijkheid volgt nog (neem zj vast en laat 
Zg * Bid 


dal izil® 


t 
lELahl S 1-11? 


voor alle |z| < 1 ofwel voor alle |z| < 1 is 


1-l f(z)? 


LE’Cajl- -& TEK: 


In het vervolg van dit college worden meer ongelijkheden van dit 


type behandeld voor univalente functies. 





oep 


Toepassing 


De hyperbolische metriek kan worden toegepast om enkele klassieke 
stellingen aangaande de waardeverzameling. van analytische functies 
te bewijzen. | 

Men Gies een algemene Riemannse metriek in door 


da = pldaxtray*), Rs mlmrls & & Úa 


of ook ds = pldzl. 


De hyperbolische metriek op Ais een bijzonder geval, nl. 


ds = AM dzl 
Az) = nn 
1-|z| d 


Men voert in de grootheid 


92 le 


E mat B mn Pane 
Kp) = p“Allog p), A due t Dy 2 


Dit is de zogenaamde kromming van de metriek. Berekening leert 
dat K constant is voor de yperböitsche metriek, nl. K = =-1. 

K is invariant bij conforme afbeeldingen. 

Men vergelijkt de metrieken Ajdz| en pldzl. 

Stelling 1. Wanneer p voldoet aan K(p) < -1 in A, dan is 

X(z) > p(z) voor alle zE A. 

Men voert deze stelling terug tot het maximumprincipe voor sub- 
harmonische functies (onder voldoende regulariteitsonderstellin- 
gen zijn dat functies waarvoor Au < 0; zie het dictaat potenti- 
aaltheorie). 

Door een afbeelding w = f(z) van |z| < 1 in een Riemann oppervlak 
transformeert men een op |z| < 1 gegeven metriek p in een metriek p,, 
door 


ds = ogldwl = pldzl, p, = PIE!(2)l, 


Een metriek pldzl, ge ”*@ heet ultrahyperbolisch In een gebied 


een 


— 25 — 


QU indien het volgende geldt: 

(1) p is boven semi-continu. 

(2) Voor elke zg CE U met p(z,) > 0 bestaat er een zgn.'dragende!'metriek 
Pos gedefinieerd en van klasse C2 in een omgeving V van Z, zó 
dat A log 0 > pj en p(zg) = PolZo)s P hs in % 


Op overeenkomstige wijze als stelling 1 bewijst men: is p ultrar- 


hyperbolisch, dan is A(z) > plz). 
Stelling 2. Zij f een analytische afbeelding van |z| < 1 in een 
gebied @. Zij op Q gegeven een ultrahyperbolische metriek p. Dan 


is 


stecneettzil < ETAT 


Volgt direct uit de definities. 
Met deze middelen bewijst men de volgende stellingen. 


Stelling 3. Zij f analytisch in |z| < 1 en stel f neemt in 


[zl < 1 de waarden O en 1 niet aan. Dan is 





+ 
loglf(z)l S [r+1ogl scol ì 
Hierin is 
+ 
logl £(0)I = max(logl £(0)1 ,0). 


Men bewijst deze stelling met behulp van schattingen van ultrar- 
hyperbolische metrieken in de open verzameling Ao ‚1 dit is het 
complement van de verzameling Ne 

Stelling kb (Picard). Stel f is meromorf in het gehele vlak en 
stel f neemt drie waarden niet aan. Dan is f constant. 

Bewijs. Stel f neemt de waarden a,b,c niet aan. Dan is 


_ c-b f-a 
As c-a f-b 


holomorf en F neemt de waarden O0 en 1 niet aan. 


Pas stelling 3 toe op F(Rz), R > 0. Merk eerst op dat | F(z)l 


© 


naar boven begrensd is op Izl = 3 (zie de schatting in het rech- 


ei?) 
r(s 


onafhankelijk van R en 6. Dus is |[F(z2)l begrensd in het gehele 


terlid). Daaruit volgt dat naar boven begrensd is, 








vlak en volgens de stelling van Liouville is F dus constant en 
daarmede ook f. 

Vergelijk deze stelling met de stellingen over de waardeverzame- 
ling van analytische functies in de omgeving van een essentieel 
singulier punt. 

Corollarium. Een gehele functie die drie waarden niet aanneemt is 
constant. 


Merk op dat een gehele functie de waarde © niet aanneemt. 


IV. De afbeeldingsstelling van Riemann 


De afbeeldingsstelling van Riemann gaat over de comforme afbeel- 
ding van enkelvoudig samenhangende open verzamelingen in het 


z-vlak op de eenheidscirkel A = {wljwl < 1} in het w-vlak. 


Stelling van Riemann. Elk enkelvoudig samenhangend open 
Q met tenminste 2 randpunten kan eeneenduidig conform wor- 
den afgebeeld op À. 


De conditie over de randpunten is essentieel. Stel Q heeft één 
randpunt: We kunnen onderstellen dat dit is het punt @ want men 
can het algemene geval daartoe terugbrengen door de transforma- 
tie E = EE ‚ Volgens de stelling van Liouville uit de complexe 
functietheorie is elke analytische functie f waarvoor |f(z)l <1 





is voor elke eindige z een constante; een afbeelding op Iwl < 1 
bestaat dus niet. 

Er is nog vrijheid in de afbeeldingsfunctie. Men kan nog voor- 
schrijven: (í) een vast maar willekeurig punt zg van @ gaat over 
in w = 03 (ii) een voorgeschreven richting in dat vaste punt gaat 


over in de richting van de positieve u-as (w = utiv)., De tweede 


conditie geeft een conditie ten aanzien van de afgeleide van de 





<p 


afgeleide van de afbeeldingsfunctie in het vaste punt. 

Onder deze condities is de afbeeldingsfunctie uniek. Waren er twee, 

dan vindt men daaruit door samenstelling een afbeelding van Á op 

zichzelf met invariantie van het middelpunt en de positieve u-as. 

Dit is dan de identiteit. 

Bewijsmethoden 

1. Rechtstreeks met functietheoretische middelen. Men bewijst de 
existentie met behulp van convergentiebeschouwingen van zekere 
rijen van analytische functies. 

2. Met bewijsmethoden ontleend aan de potentiaaltheorie. Het pro- 
bleem wordt dan gereduceerd tot het zogenaamde probleem van 
Dirichlet, meer in het bijzonder tot de existentie van de 
functie van Green voor 9. 

We beperken ons tot een korte schets van de tweede methode. Men 


gebruikt de volgende eigenschap. 


Zij @ enkelvoudig samenhangend. Zij u harmonisch in Q. Dan be- 


staat er een tot op een additieve constante na bepaalde harmo- 
nische functie wv in D zodanig dat utiv een analytische functie is 
van zZz = X+iy. 

Men vindt v door oplossing naar v van de differentiaalvergelij- 
kingen van Cauchy-Riemann. De harmonische functie v heet de ge- 
conjugeerde van u. 

Opmerking. Laat men de eis van de enkelvoudige samenhang vallen, 
dan is v niet een eenwaardige functie. 

Voorbeeld: log z = loglzl+ i arg z met u = loglzl, v = arg 4; 

v wordt pas eenwaardig na het aanbrengen van een coupure. 

Zij nu @ enkelvoudig samenhangend en begrensd (men kan zich van 
de laatste conditie ontdoen). Er moet worden geconstrueerd een 


analytische functie f op Q, w e= f(z) die Q eeneenduidig afbeeldt 


op Iwlt < 1. 


PE — 


Kies zo E l. Geef met r aan de euclidische afstand van zo. Zij 
dan g de harmonische functie in @ 
behorend bij de randwaarden log 2 
op de rand àQ van Q. 
Beschouw de functie 
en Le 
G = log 5 ge. 
G heeft de volgende eigenschappen. 
(i) G is harmonisch in @ behalve in zo waar zij een singulariteit 
van de vorm log etn Heeft. 
[z-Zol 
(ii) G> 0. 


(iii) G heeft randwaarden O0 op 3Q. 


G heet de functie van Green van @ en 
G(Z,Z0) = ip = ZZ)» 
ak [Z-Zol 


Zij h de geconjugeerde harmonische functie van -g. De geconjugeer- 


de van log; is =arg(z=20) (zie hiervoor). Definieer 


1 
4-40 
H(x;y) = =arglz=20) + h(x,y). 
Dan is G+iH een analytische functie van z met logarithmische 
singulariteit in zg. Dan geeft 


wu == f(z) = e"Grik 


de verlangde afbeelding op Iwl < 1. 

Uit de singulariteit in zo volgt 
Wz f(z) == (z-z0)F(z) 

en F(z) # 0 in Q, zodat z = Zg wordt afgebeeld op w = 0. 
IF(Z)I = eS, G>0 => Iwl = IED <1. 


Men bewijst vervolgens dat er voor een wo » Iwol < 1 één en slechts 


één z E 2 is zó dat f(z) = wo. Men moet het aantal nulpunten tel- 


len van F(z)-wo. Dit gebeurt door toepassing van de volgende ei- 
genschap: 

Zij C een enkelvoudige gesloten kromme in het gebied waarin f 
analytisch is; f #0 op C. f zij eenwaardig en zonder polen. Dan 
is het aantal N van de nulpunten van f binnen C gelijk aan 


_ £'(z) 
NS mr | KE ez. 


Aangezien niet kan worden geïntegreerd over 3, beschouwt men een 
gebied Q* zó dat Q* C QA, en telt het aantal nulpunten N*als z loopt 
in Q*, Kies Q* zó dat 38* = pe een gesloten enkelvoudige kromme 

is (men laat zien dat dat kan). Zij cn het beeld van Cc (we weten 


nog niet of C‚ een enkelvoudige gesloten kromme is). Men heeft 





bm Etladda … _À | dw E 
NOS Zn ol Flz)-wo 271 GJ Wewg * ankh 
z wW 


We bewijzen dat N* = 1. 

(i) Door passende keuze van C7 kan men zorgen dat or willekeurig 
dicht bij Iwl = 1 ligt (denk aan de eigenschappen van de functie 
van Green). Stel C, ligt in de ring Iwol S Iwl <1. 


(ii) We tonen aan dat 





úi dw 
271 c WW 
w 
het aantal wWg=waarden telt. 


Als wo = 0 geldt wegens w = (z=20)F(z) en F(z) # 0 








1 El 1 dz di Fllelda — 
271 | SEN 5 Tr | Z-Zo | Tri F{z) Ë 
CG C 0 
W z 
= 1 + 0 
Vervolgens is 
N* == ar … | d loglwews) = zer d log w 
271 C 8 0 211 C 8 


ON 


want O0 kan met w worden verbonden zonder Ge te snijden, zodat 
deze integralen gelijk zijn (Cauchy). Daaruit volgt dan Ut = 1, 
Voor wat betreft de existentie en de eigenschappen van de func- 
tie van Green zie men mijn collegedictaat Klassieke potentiaal- 
theorie. Zie ook: Cohn, Conformal mapping on Riemann surfaces, 


Pp. 210 e.v. 
V. Univalente functies 


Een analytische functie f,‚ gedefinieerd in een gebied @ van het 
z=vlak heet univalent als f(z,) = f(z) > zj = za: Het beeldgebied 
is 'schlicht'”, d.w.z. heeft geen overdekkingen. Men spreekt ook 
wel van schlichte functies. Neemt men de analytische functie die 
een enkelvoudig samenhangend gebied Q afbeeldt op de eenheidscir- 
kel, dan is de inverse functie daarvan een op de eenheidscirkel 
gedefinieerde univalente functie. 

We behandelen de theorie van de univalente functies w = f(z), 
gedefinieerd op A: {zllzl < 1}. 

Men kan een algemener definitiegebied nemen, maar volgens de af- 
beeldingsstelling van Riemann beperken we de algemeenheid niet 
door de eenheidscirkel te beschouwen. Men krijgt dan gemakkelijker 
formules. 

1. Coêfficiëntenschattingen. 

Zij £ univalent in A. Daar het verband tussen z en w eeneendui- 
dig is, is f'(z) # 0 voor alle z € A. Een univalente functie f op 
A kan worden genormaliseerd door de condities f(0) = 0, £'(0) = 1, 
want als f univalent is, is dat ook f, gedefinieerd door 


f(z)-f (O0) 


EE ze 


Een genormaliseerde univalente functie f in A wordt voorgesteld 





door een in A convergente machtreeks 


Fa) 5 B 4 HE FRE hepa a (1) 


Er is in het vervolg ook aanleiding univalente functies op A te 
beschouwen met een pool. Zo'n functie is bijvoorbeeld 


af(z)+d 


g(z) = cz) td EN ad-be # 0; 
als f univalent is. g heeft een pool voor 2 = 3 indien die waar=- 


de door f wordt aangenomen. Een univalente functie met pool kan 
overigens slechts één enkelvoudige pool hebben. Die pool kan men 


in 0 transformeren door 


. r z+a 
Es Elzh z= EEZ 


als f de pool in a heeft. Men kan zo'n functie normaliseren door 
de conditie dat het residu in de pool gelijk is aan 1. De functie 


wordt dan voorgesteld door de Laurent-reeks 
el) = = + bo + biz? + Daz? +. « (2) 


Is f univalent van de vorm (1), dan is Ee univalent van de vorm (2) 
[merk op dat f slechts één nulpunt heeft in z = 0]. Er bestaat 


dan verband tussen de coëfficiënten a; en b, volgende uit 


(1+boztbiz+...)(1tazz tazzZt...) = 1. 
Dit geeft 

bo + az = Os 

bj + bga2 + A3 = 03 enz. 


waaruit volgt 
bo = Taz 
Di ze daj == A3gees 


De overgang van f naar z en deze betrekkingen tussen de coëffici- 


enten worden in hetgeen volgt gebruikt. 


Het hoofdprobleem uit de theorie van de univalente functies is 
het volgende 

Probleem. Gegeven een reguliere functie f in A voorgesteld door 
de machtreeks (1). Men vraagt nodige en voldoende voorwaarden 


voor de coëfficiënten a; opdat f univalent is, 

Dit probleem ligt op het grensgebied tussen de theorie van 

Riemann en die van Weierstrass: het vloeit voort uit de afbeeldings- 
stelling van Riemann maar anderzijds koppelt het deze oorsprong 

aan de theorie van de machtreeksen. Het probleem ís tot op heden 
onopgelost, maar met meetkundige beschouwingen kan men wel zekere 
condities geven. 

Opgave. Stel de gehele rationele functie 


n 
Flaj = 2 +azZt...+taz 


is univalent in [zl < 1. Bewijs dat nla| Ss 1. 


, Ds se edt 1 
We leiden eerst condities af voor de coëfficienten van Fo dus voor 


b;» 


univalente functie van de vorm (2). Het beeldgebied van (2) be- 


en daaruit volgen dan betrekkingen voor de a, Beschouw een 


vat het punt ©. Het te gebruiken principe is: het complement van 
het beeldgebied heeft een oppervlakte > 0. De berekening daarvan 


leidt tot schattingen van de coëfficiënten b,- 


Stel 
We f(z) = Z + a2zit... 
aen Ad 
Stel £ S= t Bp + DIA hese 
Es 

Ci 

z=vlak w-vlak 

iu 





Beschouw eerst de cirkel C‚ in het z-vlak (0 < r < 1) om bij de 
afbeelding door f randmoeilijkheden te vermijden. Het beeld van 
Cr is een analytische kromme binnen het beeldgebied. In het 


T-vlak krijgt men een analytische kromme P Men gebruikt: het 


inwendige van En heeft een oppervlakte S, > 0. 


Berekening van 5 


S= | pd 
hi jk 


j 


n= 


Als z in positieve richting Ge doorloopt, dan loopt 5 over lees in 
negatieve richting. Neem, door bemiddeling van de afbeeldingen, 


u als parameter langs T- Dan volgt 


2 
en EE: 2 dd 
Be = 3 | je) Bu du. 


Tt en log £ zijn analytisch in z, dus in log z (2 # 01). 


log G = logo + iès 


leg z z= fr + iu. 


Pas de vergelijkingen van Cauchy-Riemann toe op log 5 als functie 


van log z: 


d(log p) A(log vr) …_ Clog p) 

d(log r) ar ĳ ar 8 
dus 

(log 0) ” (log po) 

d(log P) 7 ar ì 


Dan is volgens C.R. 


„ òllog o) „ 29 „2 _ 2(log p) 
Ir du ’ ar 7 du ij 


Daaruit volgt 





a CR (Aapotbizt.……)(G+DotDizt.……). 


Na invulling en integratie (z = re?*) volgt dan 


pn 1 re} 
Sr = GS din bi E == n b 


Zodat 


bile 


2n 
Ibil?r? + 2lbal?r* +...+ si, De +... OS 


Men laat r > 1 (waarbij men voorzichtig moet zijn bij de conver- 


gentie) en vindt dan 


bil? + 2lbal 2 +...+ nl bl? desa SS Aa 


Dit is de zogenaamde ongelijkheid van Bieberbach. Het is een nor 
dige voorwaarde voor univalentie van g. 

Schattingen van de coëfficiënten b, 

Uit de ongelijkheid van Bieberbach volgt 


Ib_l < EE En Rn 


/n 


Een schatting voor bo blijft op dit moment nog open; die volgt 
later. 
De vraag is of deze schatting scherp is, d.w.z. of er een univalente 


functie met pool in 0 is waarvoor deze grens wordt bereikt. 


Hek op, dat als voor zekere n geldt dat |b_l= En ‚ dat dan voor 
alle andere waarden van n moet gelden b, = 0 ze gevolg van de 
ongelijkheid van Bieberbach. 
Voor n > 1 is de grens niet scherp. Dan is nl. 
5 & = + bo + bz = 2 + bo + cans 8 
/n 


Cis dr Rr 


Deze afgeleide is 0 voor 


‚nti n , 1 , 


et mm 


‚& 


« 


en de modulus daarvan is < 1 als n > 1. 


Voor n = 1 is de schatting scherp, d.w.Z. lbil <1 is scherp. Dan 


is nì. 
5. & 2 + bo + ze, 
La ia ia 
‚& Te ren 
T-bo == ee 2 Ee Ze e ) 


Als z de eenheidscirkel |z| < 1 doorloopt, beschrijft C het vlak 


voorzien van een coupure 


ia ia 
ede be 


en de functie is univalent. 


Schatting van de coëfficiënten a; 


Zij weer f(z) = Zta2z?tasz’+... univalent. Voer een hulpfunctie 
in: 

f(z) = AETE ) = YZ (Ì+asz Eise dia 
Bewijs zelf dat f) univalent is. Men heeft 


a2 
2 


4 
f(z) E 


N|= 


Z Tee e Ld 
Uit de al bewezen schatting volgt dus 
| aal < 2, 


en daar bg = Taz ook [bol S$ 2. 


De ongelijkheid |la,l <2 is scherp. De grens wordt bereikt voor 


flal = en z= zZz +22? +...+t na te.» 


Deze functie is univalent voor |zl < 1 en beeldt het z-vlak af op 
het volle w-vlak voorzien van een coupure van „-} tot =-@, 
Verdere schattingen volgen uit het verband tussen a, en b;. 

la2l S$ 2 

lasl S Ibil + Iboazl S$ 1 +4 = 5 


fat & Tile IBzaal # bol & id + En 


/2 





Deze voorwaarden zijn nodig voor de univalentie van BHA bs en 
maar niet voldoende. Vult men nl. de grenzen voor de b; in 8 dan 
is aan deze ongelijkheden voldaan, maar de ongelijkheid van Bies 
berbach geldt niet, zodat de functie niet univalent is. 
Vermoeden van Bieberbach 


Nodig en voldoende is 


lal S< n. 
n 


Dit is bewezen voor n = 2,3,4,5,6. 


2. De constante van Koebe 


Beschouw in |z| < 1 de univalente functie 
we f(z) = Z + aazit.ss « 


Veronderstel een waarde E € C wordt door f niet aangenomen in 


Izl < 1. Voer een hulpfunctie fj in 


Eila) = pi) ei (aaa? Bas 
a 


f, ontstaat uit f door lineaire afbeelding en is daardoor ook 


univalent in [zl < 1. Volgens het voorgaande is dus 


las + àl DS 2; 
waaruit volgt 
Er 5 If + aal + last S 2 + laal. 


Uit de univalentie van f volgt lazl < 2 zodat 


A & 

TEI À 
of 

VEL > d. 


In woorden: de afstand van een niet door f aangenomen waarde in 


1 


het w-vlak tot w = 0 is groter dan of gelijk aan &. 











3 


Dit is een resultaât van Koebe (+ 1910). Deze grens } kan niet 
worden verbeterd, d.w.z. de grens & kan niet door een grotere 


worden vervangen. De functie 


EEE: ON 
(1-2)2 


is univalent in |z| < 1 en neemt de waarde -} voor |zl < 1 niet 


aan. 


3, Vervormingsstellingen 


Zij weer f(z) = z +tazz?+... univalent in Izl < 1. Men kan schat- 
tingen geven voor |f(z)l,lf'(z)l , enz. en voor arg f(z), arg f'(z),.…. 
Zij beschrijven de vervorming van de eenheidscirkel door de af- 
peelding in het w-vlak door middel van f. Men leidt die relaties 

af uit de limitaties voor la,l met behulp van afbeelding van de 
eenheidscirkel op zichzelf. 


Beschouw de afbeelding 


B = gezet » Izol <1, | 


waarbij zZz = Zo overgaat in E£ = 0 en de eenheidscirkel op zich= 
zelf wordt afgebeeld, 


6+2Z0 


E à 1+520 


Door deze transformatie wordt f getransformeerd in 


- +20 
DE = elst). 
Stel |zol = r . Reeksontwikkeling in de omgeving van E = 0 geeft 
+2 = = 
SEZ, C° CE+ZO)C-EZGtE2Zdt. 
HEE) = LZ) + EF! dEldrs) » EL lelie. opt enes 


en tenslotte 


2 
DCE) - Elzo) == (A-rDIEE! (zo) + Elder (A-r2)E"(20)- 


=220f' (zot... 


Fi: FilE) = LE) - flzo) = HE) - #(0) 


is holomorf en univalent in |El < 1. Pas daarop de voorgaande 1li- 
mitaties toe (er moet rekening mee worden gehouden dat de coëffi- 
ciënt van z nu niet = 1 is). De limitering voor de coëfficiënt 
van E° geeft 


E (Zo) 
Zo 


a =P4 Hel = 20 SS U, 





Vervang Zo en ro door z resp. r. Dan volgt 








zE 2 ur 
f(z) 1-r I-r? * 
UZ) on n E 2r? 


Dit betekent dat zE ligt in de cirkel met middelpunt Top? OP 


de reële as en met straal Lr Splitsing van de ongelijkheid in 


rp2° 


reëel en imaginair deel geeft dan 


2r? ur £"(z)) 2r? ur 
Er er < Relafri)) < mer * Ter 
Im zt) & T é 
Stel 
ie 


asss, P= legtf'lall, Q = avg f' Cad, 208 f'íz) = Peil 
is een analytische functie van z. 


gn 


d 
er OS Can (log f'(z)) = EN 


waarin Pr afgeleiden naar r. 


Dan volgt uit de voorafgaande ongelijkheden 














2r-t d 2r+h 
T-r2 < Dr logt £' (2) & Ter? 
— P) q 

< is =mend Li . 
TE sr arg f'(z) S$ Tort 


Integreer van O0 tot r en bedenk dat £'(0) = 1, dus loglf'(O)| = 0, 


en arg f£'(0) = 0. Dan volgt: 


= 1+r 
< t & 
1+r < IEI S Tj 
larg f'(z)l S$< 2 log zE 


Dit zijn de vervormingsstellingen van Koebe. 


Als Izil <r, Izzet < r vindt men 


(EE) < £' (zi) 
TT ) 1=-r 


E . 
Â-r < (EE) . 
1+r Z2 





Deze ongelijkheden beschrijven de locale vervorming door de af- 


beelding. De grenzen zijn scherp; bestudeer ze bij de functie 





Z 
(-2)2 * 
Grenzen voor |fl volgen nu door integratie over het segment van 0 
tot z als Izl sr <1. 
z r 
IfCz)l == | f'(z)dz| SS | If'tzilde « 
0 0 
r 
1+r G 
& _ 
il C=rys dP Ci-r)2 ° 


Ng 
L£Cz)I < Ter )2 e 


Een ondergrens voorlf(z)l bepaalt men als volgt: 

Beschouw zo met |Izol = Po S 1. Zij en de cirkel Izl = Pr, en zij 

En, de beeldkromme van Cr, Zij f(z,) het punt van En met mini- 
mumafstand tot 0, dus 
f(z) > LELza dl. 

(z,) Het beeld van het segment 

De [0,f(z,)] is een kromme y in 

de cirkel Izl < r,. Op y is f'(z)dz > 0 zodat 





— UO =— 


Lela > | vercataz. 
Y 


Op Y is volgens het voorgaande 
EDI > Izl =r 
Cirp 2 


Dan volgt 


Z1 _ 
Leta > letzjl > | Ayr ds 
0 
> Po 1-r di = ro 
0 C1+r)5 Ci+r)2 * 


Tezamen genomen 


r < < r 
gijn SS dE T-r 


Hieruit volgt weer de constante van Koebe. 


Enkele gevolgtrekkingen uit de ongelijkheden voor |Él. 


Eerst enkele definities. 


Definitie 1. Een familie F van functies z > f(z) gedefinieerd in 


een gebied Q heet locaal uniform begrensd indien er voor elke 
zo E L is een omgeving U(zo) van zo en een getal M(zo) > 0 zó 


dat 
lÉCz)l SS M(z) 


voor alle z € U(z,) en alle f e F, 


Definitie 2. De familie F heet normaal indien uit elke rij 
CPE E_ € F, een deelrij (É_ ) kan worden gekozen zó dat 


zl. 
lim he 
io 1 


uniform convergeert in elke gesloten DC 9. 

Als deze limiet tot 7 behoort voor elke convergente deelrij heet 
F compact en normaal. 

Stelling van Montel. Zijn de functies f € F alle regulier in @ 


_- UT -— 


en is F locaal uniform begrensd, dan is FT normaal. 
Verder geldt (ga zelf het bewijs na): 


Stelling. Zijn de functies GE regulier en univalent in Q en 


indien lim En = f bestaat en f niet constant is, dan is f univa- 
noo 
lent. 


Toepassing van de boven bewezen ongelijkheden geeft de volgende 


resultaten: 
Beschouw de familie F van de genormeerde univalente reguliere 


functies op |zl < 1 (volgens de afbeeldingsstelling is dit laatste 


geen essentiële beperking). Dan geldt 


F is locaal uniform begrensd. 
Wegens de normeringsconditie f'(0) = 1 voor alle f € F valt de 
mogelijkheid van convergentie naar een constante functie uit. Dan 


geldt 


F ie compact en normaal. 
Volgens de algemene vorm van een stelling van Weierstrass bereikt 
elke op een compacte verzameling gedefinieerd reële continue func- 
tie zijn maximum en minimum op die verzameling. Pas die stelling 


toe op Fen de functie F 
Es of Lal 
n 
als f(z) = Ztaazitseeta z tees . Bewijs zelf dat deze functie F 
continu is. Dientengevolge moet er een univalente functie f € ed 


bestaan waarvoor la, een maximale waarde heeft. Voor la,l is dit 


hiervóór al bewezen; hier voldeed de functie 


TIE = zt 22? nee: 
Men vermoedt dat deze functie het maximum bereikt voor alle n. Dit 


ls een open probleem. 


Wel zijn enkele zwakkere resultaten bewezen. 


(ä) Voor alle f € F geldt 
al & em: ne Âedsene 


(ii) Voor de deelklasse van F die bestaat uit de genormaliseerde 
univalente functies waarvan de coëfficiënten van de machtreeks- 
nattere reëel zijn geldt lat S n. 

(iii) Men kan deze ongelijkheid ook bewijzen voor de univalente 
functies die |z| < 1 afbeelden op een stervormig gebied, 

Een gebied dat O0 bevat heet stervormig indien de doorsnede van 
het gebied met elke lijn door 0 bestaat uit één enkel segment. 
Een nodige en voldoende voorwaarde voor stervormigheid van f is 


dat 


Re (ZE) > Ds Hal S de 


Voor verdere gevallen zie de boeken van Ahlfors en Nehari. 


VI. Toepassingen van de potentiaaltheorie 


Deze toepassingen vloeien voort uit het feit dat als w = f(z) = 

= utiv, u en v harmonische functies zijn als direct gevolg van 
de differentiaalvergelijkingen van Cauchy-Riemann. Dit wil zeggen 
Au = Av = 0. 

Speciaal het probleem van Dirichlet uit de potentiaaltheorie is 
belangrijk. 

Probleem van Dirichlet. Zij Q CR? een open verzameling met rand 
AN. Zij f een continue reële functie op 3. Men vraagt naar eer 
functie u die harmonisch is in Q, d.w.z. Au = 0 in Q, zodanig dat 
in elk punt &£ € 39 geldt dat u(x) > f(E) als x € Q nadert tot &. 
Men zegt dat u de harmonische functie in Q met randwaarden f is. 
Voor de theorie van dit probleem zie het dictaat klassieke poten- 


tiaaltheorie. Is Q enkelvoudig samenhangend, dan bestaat zo'n 


harmonische functie voor elke continue functie f. Als gevolg van 
het maximumpricipe voor harmonische functies is de oplossing een- 
duidig bepaald. 

We hebben de oplossing van dit probleem voor speciale randwaar- 
den nodig Hr de invoering van de zókenaamde harmonische maat. 


Deze maat vervult een rol in de complexe functietheorie. 


1. De harmonische maat 

We introduceren de harmonische maat voor open verzamelingen (niet 
noodzakelijk enkelvoudig samenhangend) waarvan de rand bestaat uit 
een eindig aantal Jordan-bogen. In de potentiaaltheorie voert men 
het begrip in voor algemenere bantien, maar voor ons doel is dit 
geval voldoende en er worden dan existentieproblemen vermeden. 

Zij Q een gebied met rand 3Q. Zij a een deelverzameling van 3 be- 
staande uit een eindig aantal Jordan-bogen. Beschouw de harmonische 
functie in Q behorende bij randwaarden 1 in de inwendige punten 
van a en O0 in de inwendige punten van dQ-a. De randwaarden in 
eindig veel punten blijven aldus onbepaald, maar de harmonische 
functie is desondanks eenduidig bepaald wegens het maximumprincipe 
van de harmonische functies. Zij z E Q. De waarde van deze harmo- 
nische functie in z wordt genoemd de harmonische maat van a geme- 


ten in z ten opzichte van @. Men noteert 
wlz,,a). 


Merk op, dat de harmonische maat a afhangt van het punt z en het 
gebied Q&Q. Wegens de lineariteit van de differentiaalvergelijking 
van Laplace, is de harmonische maat additief, als verlangd voor 
een maat. 


Maximumprincipe (Lindelöf) 


Zij u harmonisch in Q en ulz) < M. Stel 


és: 5 


lim sup u(z) <$ m 
z*8 


voor E € 3 met uitzondering van een eindig aantal punten Es: Dan 
is ulz) Sm in Q. 

Bewijs. Neem ter vereenvoudiging aan dat @ begrensd is en zij d 
de diameter (het geval van een niet begrensd gebied Q voert men 


hiertoe terug door een inversie). Pas dan het maximumprincipe toe 


op 


\z-5;! 
u(z) + e l log —_———— ; se 
ed d 


en laat e > 0. 

Hieruit volgt dat de harmonische maat van a eenduidig bepaald is. 
Stelling. De harmonische maat is een conforme invariant. 

Beeldt men Q eeneenduidig conform af op Q' en gaat de boog a over 


in de boog a', dan is 
lms e= wist as 


Dit volgt uit het feit dat het harmonisch zijn van een functie 
conform invariant is (ga de randwaarden na). 

Voorbeelden 

(1) Onder een niveaulijn van de harmonische maat verstaat men de 


verzameling 
{z € Alwlz,R‚a) = A}, 0SAS1. 
Is Q het inwendige van een cirkel en a de boog begrensd door de 


punten zj, en Z,, dan zijn de niveaulijnen delen van cirkels door 


zj en z,. Men bewijst dit met behulp van de Poisson-integraal. 


es 
Zi 22 Zi 


In het algemene geval heeft men een analoge situatie. 


® …® pg 


(2) Neem voor Q het bovenhalfvlak. Gevraagd de harmonische maat 


van de vereniging a van een eindig aantal segmenten op de x-as. 


zijnde het reële deel van 


1 z-E 
= log Bn 
Ga de randwaarden na! 


(3) Neem voor @ de ring 
Pj < | zl < ra 


en zij a de cirkel |z| = P2. 


le 


(U) Neem voor Q de cirkel |z| < r. Zij E de boog op |zl 


Deze blijkt te zijn: wlz,l,4) 


ze oat 
== X 
T 


totale hoek waaronder a wordt gezien 


vanuit z. Voor het segment (E‚n) 


vindt men nl. 


1 zE 
TT arg Zen n 
Men heeft 
wlz,N,a) = er E 
log 
Pi 


Ga dit na! 


horende bij de hoek a in z 


wz,A,E) = BL, 





r be- 


0. 


Dan is 


waarin @ de hoek is waaronder E wordt 


gezien vanuit z. 


De volgende eigenschap geeft inzicht in de vraag hoe w afhangt van 


Q, 


Zij Q een gebied en zij a C Q, « gesloten. Beschouw het deel E 


„ Oy 


van de rand van Q-a dat tot « behoort. Beschouw de harmonische 


maat van E t.o.v. Q-a en noteer die met 
wlz,N,a). 


We noteren met (Q,a) een gebied 9 


met verzameling a als hiervoor be- 





schreven. 


Stelling. Zij gegeven (Q,a) en (Q*‚a*). Stel f is analytisch in 


Q-a en neemt daar waarden aan in Q*. Onderstel dat z > a impli-= 


ceert dat f(z) > a*, Dan is 


wlzsdsa) SS wlf(zZ),N*,a*) 


LQ*=a*), 


voor zE £ 
Bewijs. Pas het maximumprincipe voor de harmonische functies en 
vergelijking van randwaarden toe op w en w* = wlf(Z),N*,a*) voor 
ze f \(R*-a*). Als z nadert tot de räând van die verzameling 
geldt volgens het gegeven het volgende alternatief: 
(1) z > randpunt niet van a. In dat geval geldt w > 0 en 
lim sup w* > 0. 
(2) f(z) > a*. In dat geval naderen w en w* tot 1. Door vergelij- 
king van randwaarden volgt daaruit de verlangde ongelijkheid. 
Bijzonder geval 
Stel Q* 2 Q en stel een boog a behoort zowel tot de rand van Q als 
van Q*. Dan is 
wize mz) 


9 Pas de vorige stelling toe op de 
ge 


identieke afbeelding. 


2. De twee-constanten-stelling 
Zij 


gr {wl lwl < M}, 


a* {wltwl S m < M}. 


… We 


== WP 


Zij f analytisch in Q-a, waarbij als in de voorgaande stelling, 
a en a* met elkaar corresponderen. 


Men heeft M 
Lo8TECzj, 


wi fLnl RS a) M 
log ee 





ub\ > (WM 


q 9 


Dan geldt de volgende eigenschap: 
Indien [f(z)l < M in Q en |f(z)l S mop a, dan is 


IEC < mn Mi PD, osesa, 


voor alle z in 
Vv = {zlwlz,Q,‚a) > 0}. 
Wegens de voorgaande stelling geldt nl. op V 


M 
Lo8rErzT 6 
Logn 


kl 


waaruit de ongelijkheid volgt. 

De betekenis van deze stelling is, dat men uit twee schattingen 
van | fl een nieuwe schatting kan afleiden in een passend gebied. 
Corollarium. Zij f analytisch in Q en zij |f(z)l < M. Stel op 
een boog a van de rand van @ geldt 


lim |f(z)l SS m S< M. 
Za 


Dan is 


loglf(z)l S<& A log m + (1-A)log M 


voor alle z E 0 waar 


= UB = 


© 
Ö: 0 SASwlz;t,a). 
€ 


3. Zij @ een gebied, f analytisch in Q, en a een boog op de rand. 
Neem A, ;À, met 
0 SA S A2 <1. 
Zij 
Velz SS RlÂr S ulssdsal S kale 
Vv is een open verzameling. Noteer m, supl f(z)l voor z op de 
A\-niveaulijn van w. Pas de bisesconstantensetelfiing toe op V. 


Dat levert 


(A-Ai)log M e (A,-A)log M 


\ 
ha=À, 


log M, < Aa 


voor elke A waarvoor Aj SA S Az. 
De harmonische maat van de Az-niveaulijn t.o.v. V is nl. (let op 
de randwaarden): 


we À 7 


Aah” 
Anders gezegd: 


log M, is een convexe functie van A. 


Pas deze eigenschap toe op het geval van een ring R, < Izl < R‚; 
neem voor a de cirkel |lzl = R,, De harmonische maat w van a t.o.v. 
de ring is dan een lineaire functie van loglzl wegens rotatie- 


invariantie (bedenk dat log r harmonisch is). Stel 


M(r) z= max |f(2)l, R, <r <R,. 
[zl =r 


Dan volgt: 


log M(r) is een convexe functie van log r. 


ht, Stel f is analytisch voor y > 0 en nog gedefinieerd op de reële 
as waar f nog continu is. Stel |f(z)l S$ 1. Onderstel verder dat 
lim f(z) = O0 als z > »@ langs de reële as. Dan is dus If(z)l < ee, 


Ee > 0, als z reëel is en Izl > to voor zekere to. Neem voor Q het 


Eat 


Kad 


@ 


= G = 


bovenhalfvlak en zij a het segment van de reële as > t,. De twee- 
constanten-stelling kan worden toegepast met M = 1 en m = e. Deze 
levert dat 

loglf(z)l S< A log e 


voor alle z waarvoor 





A Swlz,,a) S 1. 


0 to a 


Nu is w gelijk aan Ee x de hoek waaronder a wordt gezien vanuit z. 


Daaruit volgt dat À <w <1 in het gearceerde gebied begrensd door 
de halfstraal arg(z=to) = (1-A). Men heeft dus: 

Stelling. Zij f begrensd voor y > 0. Stel f >c als z >» langs 

de positieve reële as. 


Dan bestaat 


lim f(z) = C 


Zoo 
in elke hoek bepaald door 0 < arg z < mn, n > 0. 

Er zijn meer van dit soort stellingen. Bijvoorbeeld een stelling 
van Lindelöf. 

Zij f begrensd en analytisch in een halfvlak, Stel f(z) > C als 
z > © langs een boog y die gaat naar ©. Dan geldt dat zink 
in elke hoek zó dat y in het inwendige ligt. 


Een dergelijke waarde C heet een 


asymptotische waarde van f. 


Uit het voorgaande volgt: 


Een begrensde analytische functie kan geen twee verschillende 
asymptotische waarden in een halfvlak hebben. 


Voor niet begrensde functies (bijv. voor gehele functies) is de 


situatie op dit punt veel gecompliceerder. 


Voor verdere toepassingen van de harmonische maat in de complexe 


functietheorie zie nog Nevanlinna, Eindeutige analytische Funktionen. 


